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Legrovidebb utak minden pontba (p—q)

> Szélességi keresés a p. csucsbol.

> A Honnan vektor alapjan barmely csiucsbol visszafelé
haladva megkapjuk az oda vezet6 legrovidebb utat.
Adott ponton athalado legrovidebb ut (p—>x—q)

> Legrovidebb ut keresés p-bol x-be.
> Legrovidebb ut keresés x-b6l g-ba.

Probléma: igy a két utnak lehet k6z6s szakaszal
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Kormentes-e egy iranyitatlan graf?
Alapotlet: Ha a bejaras soran minden sztirke pontbdl
csak fehér pontba vezet él, akkor a grat kormentes.
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Kormentes? (p) :
Szin (p) :=szurke; Sorba(p); Honnan (p) :=p;

Ciklus amig nem UresSor? és km
Sorbdl (p); Szin(p) :=fekete
Ciklus 1€Ki (p)
Ha Szin(i)=fehér
akkor Sorba(i); Szin (i) :=szirke;

km:=1gaz

Honnan (1) :=p

kilonben ha Honnan (p)#1 akkor km:=hamis

Ciklus vége
Ciklus vége
Kormentes? :=km

Eljaras vége.
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Egy iranyitatlan graf paros graf-e?

> A pontokat két osztalyba soroljuk: a kezd6ponttdl paros,
illetve paratlan tavolsagra levokre.

> Szélességl bejaras az 1. csucsbol — ha minden él csak

parosbol paratlanba, vagy paratlanbdl parosba megy, akkor a
oraf paros graf.
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Szélességli bejaras (p, jo) :
Szin (p) :=szlUrke; Sorba(p); paros(p) :=igaz; Jo:=1gaz
Ciklus amig nem uUresSor? és 70

Sorbdl (p); Szin(p) :=fekete
Ciklus 1€Ki (p)

Ha Szin(i)=fehér
akkor Sorba (i) ;

Szin (1) :=szirke
paros (1) :=nem paros (p)
kiildnben ha paros (i)=paros (p) akkor jd:=hamis
Ciklus vége
Ciklus vége
Eljaras vége.

Bejaras csucslista esetén.
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Legrovidebb utak szama

Alapotlet: fehér pont, illetve szurke pont esetén kulon

szamitas.

> Fehér pontba annyi legrovidebb ut vezet, amennyi a sztir-
kébe, ahonnan jottunk.

> Szurke pontba annyival tobb legrovidebb tut
vezet, amennyi a szurkébe, ahonnan jottunk,
ha a tavolsag igy 1s minimalis.
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Legrovidebb utak szama (p) :
Szin (p) :=szirke; Sorba(p); Tav(p) :=0; Db (p) :=1
Ciklus amig nem iUresSor?
Sorbdl (p); Szin(p) :=fekete
Ciklus 1€Ki (p)
Ha Szin(i)=fehér
akkor Sorba(i); Szin (i) :=szirke
Tav (i) :=Tav (p)+1; Db (i) :=Db (p)
kiildonben Ha Tav (i)=Tav (p) +1
akkor Db (1) :=Db (1) +Db (p)
Ciklus vége
Ciklus veége
Eljaras vége.
Megjegyzés: A p pontbol fekete pont-

ba is vezethet él, de az éppen a p 6se.
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Topologikus rendezés haléban
Halo: iranyitott kormentes graf, egyetlen forrassal és nyel6vel

Pontok olyan sorba rendezése, hogy az élek csak a rendezés
szerintl iranyban haladjanak!

Alapotlet: A 0 befokuak kertljenek be a sorba (nem biztos,
hogy a legrégebbi sziirke)!

Megjegyzés: az algoritmus barmely kormentes iranyitott grafra

mukodik.
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Topologikus rendezés (p) :

Sorba(p); t:=1; hely(t) :=p

Ciklus amig nem iUresSor?
Sorbdl (p)

Ciklus 1€Ki (p)
Befok (1) :=Befok (1) -1
Ha Befok (1)=0 akkor Sorba (1)

t:=t+1; hely(t) :=1
Ciklus vége

Ciklus vége
Eljaras vége.
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Topologikus rendezés iranyitott kormentes grafban

Pontok olyan sorba rendezése, hogy az élek csak a rendezés
szerinti iranyban haladjanak!

Alapotlet: A 0 befokuak keruljenek be a sorba, mar kezdetben is!
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Topologikus rendezés (p) :
t:=0
Ciklus 1i=1-td1l Pontszam-ig
Ha befok(1)=0 akkor Sorba(i); t:=t+1
hely (t) :=p

Ciklus vége
Ciklus amlg nem UresSor?

Eljaras vége.
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Legrovidebb utak topologikus rendezés esetén

Alapotlet: Tavolsag becslés a topologikus rendezés
sorrendjében — ha egy ponthoz elériink, akkor mar minden

Vid /

bemend élét feldolgoztuk — ismerjiik a legkisebb tavolsagat is.
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@ Szélességi bejaras alkalmazasai

Legrovidebb utak(p) :
Topologikus rendezés (p)
Tav:= (400, ..,+0); Honnan:=(0,...,0)
Ciklus 1=1-tdé1 Pontszam-ig

Ciklus jeKi(hely(i))

Ha Tav (j)>Tav(hely(i))+1
akkor Tav(j) :=Tav(hely(i))+1l; Honnan(j) :=1

Ciklus vége

Ciklus vége
Eljaras vége.

Megjegyzés: +1 helyett
+¢élhossz(hely(1),)) is lehetnel
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Kormentes-e egy iranyitott graf?

Alapotlet: Ha a bejaras soran nincs visszamutato él, akkor a
orat kormentes.

Kormentes? (p) :
km:=1gaz; Honnan (p) :=p
Mélységil bejaras (p, km)
Kormentes?:=km

Eljaras veége.

Feltétel: er6sen Osszettiggb vagy
osszetuged (a példaban) az 1. pontbdl. Az eléremutato

és a kereszt-élek nem okoznak kort
(tekete pontba vezetnek).
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Mélységi bejaras (p, km) :
Szin (p) :=szirke
Ciklus 1€Ki (p)

Ha Szin(i)=fehér

akkor Ha km akkor Mélységi bejaras (i, km)

kiilonben Ha szin(i)=szuUrke akkor km:=hamis
Ciklus vége

Szin (p) :=fekete
Eljaras vége.

Zsaké Laszl6: Grafok |I. 2022. 03. 09. 8:54

2

 xSISDE po
OSSRy

) >
5011080

S
<
C
D

sy’
SR

16/38


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

\\\SJ

@ Mélységi bejaras alkalmazasai -

N N
Ny NS

Kormentes-e egy iranyitatlan 6sszefiiggo graf?

Alapotlet: Ha a bejaras soran nincs visszamutato €l
akkor a graf kormentes.

Kormentes? (p) :
km:=1gaz; Honnan(l) :=1
Mélységl bejaras (1, km)
KOormentes?:=km

Eljaras vége.

Itt elOoremutato él és kereszt-él nincs.
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Topologikus rendezés

Alapotlet: Egy iranyitott graf mélységi bejarasakor az elhagyasi
idok szerinti sorrend pontosan a topologikus sorrend
ellentettje — elhagyaskor tegylk a pontokat egy verembel
Topologikus rendezés (p) :
Mélységl bejaras v (p)
Veremklilras -
Fuggvény vége.

o SN TN -
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Mélységl bejaras v (p):
Szin (p) :=sziurke
Ciklus 1€Ki (p)

Ha Szin(i)=fehér akkor Mélységl bejaras v (1)

Ciklus vége
Szin (p) :=fekete; Verembe (p)

Eljaras vége.
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Euler séta

Olyan ut, amely az A pontbdl a B pontba vezet és a grat
minden élén pontosan egyszer halad at.

Csak olyan grafra van Fuler séta, amelyben A és B foka
paratlan, a tobbi ponté pedig paros. Ha a graf ilyen, akkor
biztosan van Euler sétal

Megjegyzés: Euler korrdl beszélunk A=B, ekkor A foka is
paros.
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> Keresstink egy utat A-bol B-bel

> A kimarado élek biztos olyan utakon vannak, amelyek az
(A,B) ut adott pontjabdl indulnak és oda 1s érkeznek.

> A mélységl bejaraskor engedjik meg korabbi pontok Gjabb
elérését — nem kellenek a szinek!

> A mélységi bejaras soran ugyanazt az €élt kétszer nem
hasznalhatjuk — el6re haladaskor toroljuk az éleket!
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Mélységi bejaras (p) :
Ciklus 1€Ki (p)

Eltorlés (p,1); Mélységi bejaréas (i)
Ciklus vége

Verembe (p)
Eljaras vége.
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Elérési (0sszefiiggdségi) matrix meghatarozasa
(tranzitiv lezart) — Warshall:

E(i _)_ igaz ha Vanut?(i, j)
= hamis egyébként

Emlékeztetdo — csucsmatrix:

Cs(i _)_ lgaz ha Vanél ?(i, j)
= hamis egyébként
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Otlet:

> A csucsmatrix azon utakat tartalmazza, amelyeknek nincs
kozbulsé pontja.

> Bzt a matrixot Pontszam 1épésben transzformaljuk ugy,

hogy egyre ujabb és Gjabb pontot iktatunk kozbe kozvetitod
pontként.

> A Pontszam. 1épés utan jutunk épp a keresett E-hez, hiszen
ioy mar az Osszes pont el6fordulhat kozbeiktatott pontként.
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» Kiindulunk a csucsmatrixbol: EY =Cs
> Olyan utak, amelyek az els6 k ponton mennek keresztul:

Eilfj = Eilfj_l V(Eiiflzl 4 E,f,‘jl)

> A végeredmény:

E — EPontszém

Megjegyzés: A k tels6 indexre nincs

.o ’ - 1
szitkség: Ef, = Ef
Zsako Laszlo: Grafok 1. 2022. 03. 09. 8:54

SISDE &,
3 2

XA
ANy N

N &
2 sop10n S

\\v\

25/38


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

SIS DE £,
'7 x

%,

N>

@
Y soA 103

@ Grafalgoritmusok

SR

Elérési matrix (Cs,E) :
E:=Cs
Ciklus k=1-tdl Pontszam-ig
Ciklus 1i=1-té1 Pontszam-ig
Ciklus j=1-té1 Pontszam-ig
E(1,3J):=E(1,3) vagy (E(i,k) és E(k,J))
Ciklus vége
Ciklus vége
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Elérési matrix modositasa qj €l felvétele miatt:

OO S O

> Az u-bol elérhetd lesz a v.

> Minden i1 pontbol elérhetd lesz minden j pont, ha u elérhet6
volt 1-bol és v-bdl elérheto volt j.

> Minden 1 pontbol elérhet6 lesz v, ha u elérhet6 volt i-bol.
> Minden j pont elérheté lesz u-bol, ha v-bdl elérhet6 volt j.

Ez egy online algoritmus.
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Elérési matrix (E,u,Vv) :
E(u,v):=1gaz
Ciklus 1i=1-tdl Pontszam-ig
Ha E(1,u) akkor E(1,Vv) :=1gaz
Ciklus j=1-té1l Pontszam-ig
E(1,3):=E(1,]) vagy E(v,])
Ciklus vége
Ha E(v,1) akkor E(u,1) :=Igaz
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Tavolsag matrix meghatarozasa (Floyd-Warshall)

£(i, )= Uthossz(i, j) ha Vanut?(, j)
| + o0 egyébként

Emlékezteto — csucsmatrix:

Csi, )= Elhossz(i, j) ha Vanél 2(i, j)
| + o0 egyébként
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» Kiindulunk a csucsmatrixbol: T° =Cs
> Olyan utak, amelyek az els6 k ponton mennek keresztil:

T\ = min (Tifj_l’Ti!(k_l +Tkk,}1)

> A végeredmény:

T _ T Pontszam

Megjegyzés: A k felsé indexre nincs

szukség.
30/38
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Tavolsag matrix (Cs,T) :

T:=Cs
Ciklus k=1-tdl Pontszam-ig
Ciklus 1i=1-té1 Pontszam-ig
Ciklus j=1-té1 Pontszam-ig
Ha T(1,3J)>T(1,k)+T(k,7J)

akkor T(i,7) :=T(i,k)+T(k,7)
Ciklus vége
Ciklus vége
Ciklus vége

Eljaras vége.
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Merre mennek a legrovidebb utak?
> Minden (i,)) pontparra az (i,)) ut vagy 1-t koveto, vagy j-t
megel6z6 vagy éppen egy kozbulsé k pontjat kell tarolni.
Start (T,E1sd)
Ciklus 1=1-td1 Pontszam-ig
Ciklus J=1-td1l Pontszam-ig
Ha VanEl (i,7) akkor Elsé&(i,]) :=3
kiildnben Elsd (i, 7) :=0

Ciklus vége
Ciklus vége
Eljaras veége.
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Tavolsag matrix (Cs,T) :

T:=Cs
Ciklus k=1-tdl Pontszam-ig
Ciklus 1i=1-té1 Pontszam-ig
Ciklus j=1-té1 Pontszam-ig
Ha T(1,3J)>T(1,k)+T(k,7J)
akkor T(1,73) :=T(1,k)+T(k,7)
Elsé(i,]) :=E1lsd (i, k)

Ciklus vége
Ciklus vége
Ciklus vége
Eljaras vége.

Utolsdo(i,7) :=Utolsd (k, J)
vagy
Kozép (i, J) :=k
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@ Grafalgoritmusok

Az ut kiirasa:

Utkiirds (A, B):
Ha T (A,B) <+« akkor
Ki: A; 1:=A
Ciklus amig i#B és 1i>0
1:=elsd(1,B); Ki:
Ciklus vége
Elagazas vége
Eljaras vége.

1
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Feladatvariaciok:
> Minden pontparra a kozottik levo utak leghosszabb éleib6l
a legrovidebb:

K — k—1 k-1 pk—1
Ti,j—mm(Ti’j ,max(Ti’k ) Ty )

> Minden pontparra a kozottik levo utak legrovidebb éleibdl
a leghosszabb:

kK _ k=1 o (mk—1 k-1
I;; = max (Tl-,j ,mm(Ti’k T ))

O e O
k1" @ - -1-..]-:-1
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Legelszigeteltebb pont — az a pont, amelyhez a legkozelebbi
szomszédja a lehet6 legtavolabb van.

Legelszigeteltebb (Cs, p) :
Tavolsag matrix(Cs,T); p:=1
Ciklus 1i=1-td1l Pontszam-ig
Min (1) : =1
Ciklus J=2-tdl1l Pontszam-ig
Ha T(1,73)<T(i,Min(i)) akkor Min (1) :=7
Ciklus vége
Ha T(1,Min(1))>T(p,Min(p)) akkor p:=1
Ciklus vége
Eljaras veége.

Zsaké Laszl6: Grafok |I. 2022. 03. 09. 8:54 36/38


http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

\&\«s\s DE g

! 02&4/

)

@ Tavolsag matrix alkalmazasai

=
Y soA108 oS

%

&2 S
N N

Kozéppont — az a pont, amelytdl a tobbiek atlagos tavolsaga a
lehet6 legkisebb.

Legelszigeteltebb (Cs, p) :
Tavolsag matrix (Cs,T); p:=1
Ciklus 1i=1-td1l Pontszam-ig

Tav (1) :=0
Ciklus J=1-tdl1l Pontszam-ig
Tav (i) :=Tav (1)+T (i, 7)
Ciklus vége
Ha Tav (i)<Tav (p) akkor p:=1i
Ciklus vége
Eljaras veége.
| Alternativ definici6: az a pont, amitdl a

legtavolabbi a lehet6 legkozelebb van.

Zsaké Laszl6: Grafok |I. 2022. 03. 09. 8:54 37/38



http://ikportal.inf.elte.hu:8080/ELTEInformatikaiKar/elte_ik_2.html

Grafok

L“‘v.h‘u

. | 2. eloadas vege

oy ..ul-..

r




